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Н.Л. Охлопков, Ф.В. Нигоматулин, А.К. Самхарадзе 
 
Решение задачи бифуркации тонкостенной круговой цилиндрической  
оболочки с учетом сложного характера деформирования в момент потери  
устойчивости при пропорциональном докритическом нагружении осевой  
сжимающей силой, крутящим моментом и внутренним давлением в девиатор- 
ном пространстве деформаций А.А. Ильюшина Э(3) строится на основе теории 
неупругих систем В.Г. Зубчанинова. Используются условие несжимаемости  
материала и условие однородности напряженного состояния в оболочке  
до момента потери устойчивости. Задача решается в геометрически линейной 
постановке. 
Уравнения связи напряжений и деформаций в момент потери устойчивости 
оболочки принимаем в соответствии с определяющими соотношениями гипотезы 






  ,                                     (1) 
где PdSd / ; 1cos ; ijijij SeЭ  – компоненты тензора-девиатора 
напряжений; ijЭ  – компоненты тензора-девиатора деформаций; σ – модуль вектора 
напряжений. Здесь dSd / , N – определяющие функции пластичности; 1  – угол 
сближения ( 1cos ); S – длина дуги траектории деформации.  
Символ с точкой наверху означает дифференцирование по обобщенному параметру 
времени dS/ddt/d . 
Для определяющих функций пластичности N и dSd /  принимаем 













                                               (2) 
где G – модуль сдвига; ω – параметр пластичности А.А. Ильющина; λ – параметр 
разупрочнения. 
Рассматриваются траектории пропорционального докритическом нагружения 
оболочки осевой сжимающей силой, крутящим моментом и внутренним давлением  
в  девиаторном  пространстве  деформаций  А.А. Ильюшина  Э(3)  (рис. 1). 










Рис. 1. Траектории нагружения 
 
Зависимость )()( SФЭФ  полагаем универсальной для простого на-
гружения. В качестве материала оболочек принимаем сталь 9Х2[3]. Диаграмма 
деформирования материала при осевом сжатии и ее аппроксимация в зоне упруго- 




Рис. 2. Элемент диаграммы деформирования стали 9Х2 
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Дифференциальные уравнения равновесия элемента цилиндрической оболочки, 
































































                 (3) 
 
где ij  – скорости деформирования срединной поверхности; ij  – скорости изменения 
кривизны и кручения срединной поверхности; W – функция прогибов оболочки. 















EhT   ,                          (4) 
где φ – функция скоростей усилий; E – модуль Юнга. 
























                                   (5) 
 
где m, n – целые числа, определяющие число полуволн в направлениях X1, X2 
соответственно (X1 – в направлении образующей, X2 – в окружном направлении);  
L – длина рабочей зоны оболочки; R – радиус срединной поверхности; h – толщина 
оболочки. Оболочку принимаем «длинной», шарнирно подкрепленной по торцам.  
В уравнениях (5) сохраняем по одному члену ряда [1]. 
В результате окончательно получаем систему алгебраических уравнений задачи 
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*1** 2,2 dzNzGNdzPzGP mm
m
m
                                      (8) 
Полагаем, что в зоне пластической догрузки )1(001 , в зоне упругой 
разгрузки )1(180 01  и зона разгрузки примыкает к границе = –1 . 


















                                   (9) 
Для вычисления координаты границы раздела зон  имеем уравне- 
ние [1] 
1




11 PZPf p  .                                        (10) 
Решение бифуркационной задачи позволяет вычислить для заданной 
комбинации полуволн m, n критическую гибкость оболочки i в зависимости от зна-
чения модуля вектора напряжений σ в момент потери устойчивости. 
Расчеты выполнены для нескольких плоских траекторий пропорционального 
нагружения оболочки. Кривые устойчивости оболочки, построенные при различных 
комбинациях m, n для случая осевого сжатия, показаны на рис. 3, аналогичные кривые 
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Рис. 4. Кривые устойчивости при a1 = 90, a2 = 0 
 
Кривые наименьших гибкостей, построенные как огибающие кривых 
устойчивости, представлены на рис. 5. 
 
 
Рис. 5. Огибающие кривых устойчивости 
 
Анализ полученных результатов показал, что для рассмотренного варианта 
аппроксимаций определяющих функций пластичности наименьшие значения кри-
тических напряжений для оболочек малой гибкости реализуются в случае чистого 
кручения. Результаты решения сопоставлены с данными [4], полученными  
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